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Жоспар

Дәрiстiң мақсаты – сызықты емес интегро-дифференциалдық теңдеулер
жүйесi үшiн қойылған керi есептiң (жұғу шеттiк шартымен) әлдi шешiмiнiң
бар болуы мен жалғыздығын дәлеледеу
Негiзгi сұрақтар:

1 Жұғу шеттiк шарттарына қатысты математикалық өрнектер:
кеңiстiктер, теңсiздiктер, операторлар

2 Сызықты емес интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн
қойылған керi есептiң (жұғу шеттiк шартымен) әлдi шешiмiнiң бар
болуы

3 Сызықты емес интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн
қойылған керi есепте (жұғу шеттiк шартымен) қысымды керi
қайтару
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Айталық, Ω ⊂ Rd , d = 2, 3 шенелген облыс және оның ∂Ω жатық шекарасы болсын.
ΓT = ∂Ω× [0,T ] бүйiр бетiмен анықталған QT = Ω× [0,T ],T > 0 цилиндрiнде
(u(x, t), p(x , t), f (t)) функциялар үштiгiн анықтауға арналған, сығылмайтын тұтқыр
серпiмдi сұйықтықтардың ағынын сипаттайтын

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t − s)∆u(x, s)ds −∇p = f (t)g(x, t) (1)

интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiн,

div u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (2)

сығылмайтын сұйықтық теңдеуiн,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (3)

бастапқы шартын,

un(x, t) = u · n = 0, curl u× n = 0, (x, t) ∈ ΓT (4)

жұғу шекаралық шартын [1, 2, 3] және∫
Ω
uωdx = e(t), t ∈ [0,T ] (5)

қосымша шартты қанағаттандыратын керi есептi қарастырайық,
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мұндағы un− ∂Ω бетi бойынша u(x, t) векторының нормаль компонентi, ал n− ∂Ω
бетiне түсiрген сыртқы бiрлiк нормаль вектор. Сонымен қатар, u(x, t) = (u1, u2, ..., ud )−
сұйықтықтың жылдамдығы мен p(x, t)− сұйықтықтың қысымы болып табылады, ал ν
және κ оң коэффициенттерi, сәйкесiнше, сұйықтықтың кинематикалық тұтқырлығы
және релаксациясын, F(x, t) := f (t)g(x, t) вектор функциясындағы f (t) сыртқы
күштердiң интенсивтiлiгiн сипаттайды. Сондай-ақ, u0(x), ω(x), g(x, t), K(t) белгiлi
функциялар.

A.A. Kotsiolis, A.P. Oskolkov.
The initial boundary value problem with a free surface condition for the
ε-approximations of the Navier–Stokes equations and some of their regularizations,
80(3) (1996) 1773–1801.

A.P. Oskolkov.
Initial boundary-value problems with a free surface condition for the modified
Navier-Stokes equations, J. Math. Sci. 84 (1997) 873–887.

A.P. Oskolkov.
Nonlocal problems for the equations of Kelvin-Voight fluids and their ε-approximations
in classes of smooth functions, Journal of Mathematical Sciences, 91(2) (1998),
2840-2859.
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Ендi (4) жұғу шекаралық шартына қатысты келесi функционалдық кеңiстiктердi
енгiзейiк ([1] қараңыз):

Hn(Ω) ≡ {v ∈ L2(Ω) : div v = 0, vn|∂Ω = 0};

H1
n(Ω) ≡ {v ∈ W1

2(Ω) : div v = 0, vn|∂Ω = 0};

H2
n(Ω) ≡ {v ∈ H1

n(Ω) ∩W2,2(Ω) : (curl v × n)|∂Ω = 0}

және ықшам түрде жазуға төмендегi жалпылама белгiлеулер қолданылады

V :=
{

Hn(Ω), (4), шекаралық шарт үшiн,

Vi :=

{
Hi

n(Ω), (4), шекаралық шарт үшiн, i = 1, 2.

(6)

O.A. Ladyzhenskaya.
n the global unique solvability of some two-dimensional problems for the water
solutions of polymers, Journal of Mathematical Sciences. 99 (2000) 888–897.
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Ал H1
n(Ω) кеңiстiгiнде скалярлық көбейтiндi мен норма, сәйкесiнше, (rot v, rot u)2,Ω және

∥v∥H1
n(Ω) := ∥curl v∥2,Ω өрнектерiмен анықталады. Сондай-ақ, [1] еңбектерде және

оларда келтiрiлген сiлтемелерге сәйкес (мысалы,[2] қараңыз) кез келген u ∈ H1
n(Ω)

функциясы үшiн (H(Ω) кеңiстiгi Навье-Стокс теңдеулерi теориясынан белгiлi)
классикалық Ладыженская және Пуанкаре теңсiздiктерi келесi түрге ие :
Пуанкаре теңсiздiгi

∥u∥2,Ω ≤ C1(Ω) ∥∇u∥2,Ω , u ∈ H1
n(Ω); (7)

N1(Ω) ∥u∥W1,2(Ω) ≤ ∥curl u∥2,Ω ≤ N2(Ω) ∥u∥W1,2(Ω) , ∀u ∈ Hn(Ω); (8)

N3(Ω) ∥u∥W2,2(Ω) ≤ ∥∆u∥2,Ω =
∥∥∥curl2 u∥∥∥

2,Ω
≤ N4(Ω) ∥u∥W2,2(Ω) , ∀u ∈ H2

n(Ω); (9)

O.A. Ladyzhenskaya.
An the global unique solvability of some two-dimensional problems for the water
solutions of polymers, Journal of Mathematical Sciences. 99 (2000) 888–897.

J.M. Ghidaglia.
Regularite des solutions des certain problemes aux limites lineaires lies aux equations
d’Euler, Comm. Part. Diff. Equations. 9 (1984) 1265-1298.

Шәкiр А. (ҚазҰУ) 9-дәрiс 24 қазан 2025 6 / 17



Ладыженская теңсiздiктерi [2]

∥u∥44,Ω ≤ 2 ∥u∥22,Ω ∥∇u∥22,Ω ; (10)

d = 2 кезiнде, және
∥u∥44,Ω ≤ (4/3)

3
2 ∥u∥2,Ω ∥∇u∥32,Ω ; (11)

d = 3 кезiнде, және
∥u∥6,Ω ≤ (48)

1
6 ∥∇u∥2,Ω , d = 3. (12)

Ендi −∆ операторымен байланысты H1 кеңiстiгiнде a бисызықты және үзiлiссiз
формасын енгiзейiк:

a(v, u) =
{

(curl v, curl u)2,Ω , ∀v, u ∈ H1
n(Ω), (4) шарт үшiн (13)

O.A. Ladyzhenskaya.
The Mathematical Theory of Viscous Incompressible Flow II, Nauka, Moscow, 1970.
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Соболев кеңiстiктерi теориясынан H1(Ω) және W1,2(Ω) кеңiстiктерiнiң нормалары
эквиваленттi екенi анық, яғни a(u, u) = ∥∇u∥2,Ω = ∥u∥H1(Ω). Сондай-ақ, Фридрихс
теңсiздiгi мен (8) өрнегiнен H1

n(Ω) және W1,2(Ω) кеңiстiктерiнiң, сәйкесiнше,
∥u∥H1

n(Ω) = ∥curl u∥2,Ω және ∥u∥W1,2(Ω) = ∥∇u∥2,Ω нормалары эквиваленттi аңғаруға
болады.
Осылайша, a бисызықты формасы H1(Ω) кеңiстiгiнен H−1(Ω) кеңiстiгiне әсер ететiн A
изоморфизмiн анықтайды,

⟨Av, u⟩ ≡ a(v, u), ∀v, u ∈ H1(Ω), (14)

мұндағы ⟨·, ·⟩− H1(Ω) және H−1(Ω) кеңiстiктерi арасындағы екiжақтылық жақшасы.
Сонымен қатар, келесi үзiлiссiз енгiзулер орынды

H1(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), (15)

мұндағы алғашқы екi кеңiстiктiң әрқайсысы келесiде тығыз.
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Демек, (9) өрнектен H2
n(Ω) және W2,2(Ω) кеңiстiктерiнiң, сәйкесiнше,

∥∆u∥2,Ω =
∥∥curl2 u∥∥

2,Ω
және ∥u∥W2,2(Ω) нормалары эквиваленттiлiгi тұжырымдалады.

Сондай-ақ, (4) жұғу шекаралық шартынан d = 3 және d = 2 жағдайда, сәйкесiнше,

(−∆v, u)2,Ω = − (∇div v, u)2,Ω +
(
curl2 v, u

)
2,Ω

=

−
∫
∂Ω

div v · un dS + (div v, div u)2,Ω +

∫
∂Ω

u · (curl v × n) dS+

(curl v, curl u)2,Ω = (curl v, curl u)2,Ω

(16)

және

(−∆v, u)2,Ω = (div v, div u)2,Ω +
(
curl (curl v), u

)
2,Ω

=∫
∂Ω

(curl v × n) u dS + (curl v, curl u)2,Ω = (curl v, curl u)2,Ω

(17)

Грин формулалары ([1] қараңыз) орынды, мұндағы curlφ− φ функциясы үшiн
(φx2 ,−φx1 )2,Ω өрнекпен анықталған вектор.

O.A. Ladyzhenskaya.
An the global unique solvability of some two-dimensional problems for the water
solutions of polymers, Journal of Mathematical Sciences. 99 (2000) 888–897.
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Definition
(1)-(5) керi есебi жалпылама әлдi шешiмi деп

1 u ∈ L∞(0,T ;V1(Ω) ∩ V2(Ω)) ∩ L2(0,T ;V1(Ω) ∩ V2(Ω)), ut ∈
L2(0,T ;V2(Ω)), f (t) ∈ L2[0,T ];

2 Әрбiр теңдеудi сәйкес функционалдық кластарда жалпылама функция
мағынасында қанағаттандыратын

(u(x, t), f (t)) функциялар жұбын атайды.

Әдеттегiдей, әлсiз шешiмiнiң анықтамасында p қысым туралы мағлұмат келтiрiлмеген.
Оны u және f функциялары белгiлi болғаннан кейiн де Рамм леммасын қолданып, (2)
теңдеуден жалғыз түрде қалпына келтiруге болады.

Шәкiр А. (ҚазҰУ) 9-дәрiс 24 қазан 2025 10 / 17



Керi есептердiң берiлгендерi келесi шарттарды қанағаттандырсын

u0(x) ∈ V1(Ω); (18)

∃k0 ∈ R : 0 < k0 < ∞, |g0(t)| =
∣∣∣(g(t), ω)2,Ω∣∣∣ ≥ k0 > 0, ∀t ≥ 0; (19)

g(x, t) ∈ L∞(0,T ; L2(Ω)); (20)

ω(x) ∈ V1(Ω), e(t) ∈ W 1
2 ([0,T ]); (21)

(u0, ω)2,Ω = e(0); (22)

K(t) ∈ L2([0,T ]) : ∥K(t)∥L2([0,T ]) ≡ K0 < ∞. (23)
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Ендi (1) теңдеудi ω(x) функциясына көбейтiп және Ω облыс бойынша интегралдайық.
Алынған өрнектi бөлiктеп интегралдап, сондай-ақ (5) қосымша және (19) шартты
қолданғанда, онда f (t) функциясы табылады

f (t) =
1

g0(t)

(
e′(t)+

κa (ut , ω) + νa (u, ω)− ((u · ∇)ω, u)2,Ω +

t∫
0

K(t − s)a (u, ω) ds

 .

(24)

Демек, (24) өрнектi (1) теңдеуге қойғанда, онда белгiсiз u және p функцияларын табуға
арналған

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
t∫

0

K(t − s)∆u(s)ds −∇p =

F (u, t)g(x, t), divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(25)

теңдеулер жүйесiн, (3) бастапқы шартты және (4) шекаралық шартты
қанағаттандыратын локалды емес тура есеп тұжырымдалады, мұндағы F (u, t) = f (t)
функциясы (24) өрнекпен анықталады. Демек, (1)-(5) керi есебi (25), (3), (4) локалды
емес тура есебiнiң алып келдiк.
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Керi есептер мен локалды емес тура есептердiң эквиваленттiлiгi жөнiнде келесi лемма
орынды.

Lemma
Айталық, (19)-(22) шарттар орындалсын. Демек, (1)-(5) керi есебi (25), (3), (4)
локалды емес тура есебiнiң эквиваленттi, яғни (1)-(5) керi есебiнiң (u, p, f ) шешiмiнiң
(u, p) жұбы (25), (3), (4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болып табылады және
керiсiнше, (25), (3), (4) локалды емес тура есебiнiң (u, p) шешiмi (24) өрнекпен
анықталған f (t) функциясымен бiрге (1)-(5) керi есебiнiң шешiмi болып табылады.

(25), (3), (4) локалды емес тура есебiнiң әлдi шешiмiнiң анықтамасы 1-анықтамаға
ұқсас түрде берiледi.
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Керi есептiң әлдi шешiмiнiң бар болуы

Theorem
Айталық, әлсiз шешiмнiң бар болуы туралы теореманың шарттары орындалсын.
Мұнымен қоса, бастапқы функция үшiн келесi шартты орынды болсын

u0(x) ∈ V1(Ω) ∩ V2(Ω). (26)

Олай болса, (25), (3), (4) локалды емес тура есебiнiң QT1
цилиндрiнде кемiнде бiр

жалпылама (u(x, t), p(x, t)) әлдi шешiмi бар болады. Сонымен қатар, (1)-(5) керi
есебiнiң де кемiнде бiр жалпылама әлдi шешiмi бар болады және келесi априорлық
бағалауларды қанағаттандырады

∥u∥2
L∞(0,T1;V1∩V2(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T1;V1∩V2(Ω)) ≤ C < ∞. (27)

мұндағы T1 мәнi 8-дәрiстен белгiлi және C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.
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Жалпылама әлдi шешiмнiң бар болуын дәлелдеу үшiн арнайы базис, нақтырақ
айтқанда, (25), (3), (4) локалды емес тура есеп үшiн

Aφk := −∆φk = −curl curlφk = λk φk , φk ∈ H1
n(Ω) ∩H2

n(Ω) (28)

түрiнде Стокс операторы үшiн қойылған спектралды есептiң меншiктi функциялары
қолданылады. Ескерер жәйт, φ ∈ H1

n(Ω) ∩H2
n(Ω) және p ∈ W 1,2(Ω) функциялары мен

L2(Ω) = Hn(Ω)⊕ G(Ω) жiктеуiнен[1]

(∆φ,∇p)2,Ω = 0

тұжырымы орынды. Сондай-ақ, {φk}∞k=1 жүйесi V кеңiстiгiнде ортогональ және
V1(Ω) ∩ V2(Ω) кеңiстiгiнде ортонормаланған жүйенi құрайды[1], [2].

O.A. Ladyzhenskaya.
An the global unique solvability of some two-dimensional problems for the water
solutions of polymers, Journal of Mathematical Sciences. 99 (2000) 888–897.

O.A. Ladyzhenskaya.
The Mathematical Theory of Viscous Incompressible Flow II, Nauka, Moscow, 1970.

Шәкiр А. (ҚазҰУ) 9-дәрiс 24 қазан 2025 15 / 17



Олай болса, ең алдымен (1)-(5) керi есебiнiң әлдi шешiмiнiң бар болуы аналогты түрде
дәлелденедi. Әлсiз шешiм үшiн алынған барлық априорлық бағалаулар әлдi шешiмге де
орынды. 3-Теореманы толық дәлелдеу үшiн ∆un мен ∆unt−ға априорлық бағалаулар
алсақ жеткiлiктi.

Шәкiр А. (ҚазҰУ) 9-дәрiс 24 қазан 2025 16 / 17



НАЗАРЛАРЫҢЫЗҒА

РАҚМЕТ!

Шәкiр А. (ҚазҰУ) 9-дәрiс 24 қазан 2025 17 / 17


